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ВСТУП

У досить широкому класі народногосподарських, технічних, військових та інших задач показник якості виражається лінійно через параметри керування або характеристики планування, а умови, яким повинні задовольняти шукані параметри, записуються у вигляді лінійних рівності або (та) нерівностей. Обчислення екстремуму (максимуму або мінімуму) лінійного показника якості за умови, що змінні, що підлягають визначенню, задовольняють лінійним обмеженням, складають предмет лінійного програмування (ЛП). Загальна задача ЛП формулюється наступним чином. Потрібно знайти максимум (або мінімум) лінійної (цільової) функції n змінних х1, …, хn
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при обмеженнях, накладених на змінні х1, …, хn,  вигляду
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У даній роботі розглядаються графічний і загальний методи розв'язання задач ЛП. Загальний метод називається симплекс-методом. Використання графічного способу зручно тільки при розв’язанні задач ЛП з двома змінними. При великій кількості змінних необхідно застосування алгебраїчного апарату. Процес розв’язку задачі ЛП симплекс-методом має ітераційний характер, однотипні обчислювальні процедури в певній послідовності повторюються до тих пір, поки не буде отримано оптимальний розв’язок.

§1. ГРАФІЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ЛІНІЙНОГО 
ПРОГРАМУВАННЯ
У даному параграфі ми розглянемо один з способів розв’язку задачі ЛП:

максимізувати   
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при обмеженнях 
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Так як модель містить тільки дві змінні, то задачу можна розв'язати графічно. У випадку трьох змінних графічний розв’язок задач стає менш наглядним, а при більшій кількості змінних - навіть неможливим. Незважаючи на це, графічний розв’язок дозволить зробити деякі висновки, які стануть основою для розробки загального методу розв’язування задач ЛП. 

Перший крок при використанні графічного методу полягає в геометричному представленні припустимих розв’язків, тобто побудові області (припустимих) розв’язків, в якій одночасно задовольняються всі обмеження моделі. Шукана область (простір) розв’язків показана на мал.1. Умови невід’ємності змінних 
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[image: image11.wmf]2

0

x

³

 обмежують область їх припустимих значень першим квадрантом. Інші межі простору розв’язків зображені на площині x1x2 прямими лініями, побудованими за рівняннями, що утворюються при заміні знака 
[image: image12.wmf]£

 на знак = в інших обмеженнях. Області, в яких виконуються відповідні обмеження у вигляді нерівностей, вказуються стрілками, спрямованими у бік припустимих значень змінних. Отриманий таким чином простір розв’язків - многокутник ABCDEF - показаний на мал.1. 
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Мал. 1

У кожній точці, що належить внутрішній області або межі многокутника розв’язків ABCDEF, всі обмеження виконуються, тому розв’язки, які відповідають цим точкам, є припустимими. Простір розв’язків містить нескінченну кількість таких точок, але, незважаючи на це, можна знайти оптимальний розв’язок, якщо з'ясувати, в якому напрямку зростає цільова функція моделі 
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Цільова функція зростає в точці у напрямку градієнта, розрахованого в цій точці. А так як цільова функція лінійна, то градієнт є постійний вектор 
[image: image15.wmf]c

. Отже, цільова функція зростає у напрямку вектора 
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Мал.. 2

На мал.2 видно, що оптимальному розв’язку відповідає точка С. Так як точка С є точкою перетину прямих (1) і (2) (див. мал.1), то значення 
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 в цій точці визначаються розв’язком наступної системи двох рівнянь:
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Розв’язування вказаної системи дає наступний результат: 
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. Максимальне значення цільової функції складає z = 3*10/3+2*4/3=38/3. 

КОНТРОЛЬНІ ВПРАВи 

Використовуючи мал.2, знайдіть оптимальні розв’язки  при наступних цільових  функціях: 

1) z = 3x1+x2;

2) z = 3x1+1.5x2;
  
 3) z = x1+3x2;

4) при умовах п.2 задача має єдиний оптимальний розв’язок; чому дорівнює значення цільової функції в усіх оптимальних точках? 

Відповіді. 

1) x1=4, x2=0, оптимум - точка B. 

2) Будь-яка точка, що належить відрізку BC. 

3) х1=2, х2=2. оптимум - точка D. 

4) Значення цільової функції залишається незмінним і дорівнює 12. Такі розв’язки називаються альтернативними оптимальними розв’язками, тому що всім їм відповідає одне і те саме значення цільової функції. 

Результати, отримані при виконанні контрольної вправи, виявляють цікаву закономірність: оптимальному розв’язку може бути поставлена у відповідність одна з припустимих кутових (або екстремальних) точок простору розв’язків (на мал.2 це точки A, B, C, D, E та F). Яка з цих точок виявиться оптимальною, залежить від нахилу прямої, що представляє цільову функцію (тобто від коефіцієнтів цільової функції). Зауважимо, що навіть для умов п.2, при яких оптимальний розв’язок досягається не в одній точці, всі альтернативні оптимальні розв’язки знаходяться після того, як визначені кутові точки B і C. 

Далі буде показано, що на виявленій закономірності ґрунтується загальний метод розв'язання задач ЛП. Можна буде переконатися в тому, що немає необхідності розглядати нескінченну кількість розв’язків, оскільки оптимум можна визначити, взявши лише скінчене число кутових точок.

§ 2. СТАНДАРТНА ФОРМА ЛІНІЙНИХ ОПТИМІЗАЦІЙНИХ 
МОДЕЛЕЙ
У вступі було показано, що права та ліва частини обмежень лінійної моделі можуть бути пов'язані знаками 
[image: image24.wmf]£

, = та 
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. Крім того, змінні, що фігурують в задачах ЛП, можуть бути невід’ємними або не мати обмежень у знаку. Для побудови загального методу розв'язання задач ЛП відповідні моделі повинні бути представлені в стандартній формі. При стандартній формі лінійної моделі 

1) всі обмеження записуються у вигляді рівностей з невід’ємною правою частиною; 

2) значення всіх змінних задачі невід’ємні; 

3) цільова функція підлягає максимізації або мінімізації. 

Покажемо, яким чином будь-яку лінійну модель можна звести до стандартної.

ОБМЕЖЕННЯ

1. Вихідне обмеження, записане у вигляді нерівності типу 
[image: image26.wmf]£

 (
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), можна представити у вигляді рівності, додавши залишкову змінну до лівій частині обмеження (віднявши надлишкову змінну з лівої частини). 

Наприклад, в ліву частину вихідного обмеження 
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вводиться залишкова змінна s1
[image: image29.wmf]³

0, в результаті чого вихідна нерівність перетворюється на рівність

х1 + 2х2 + s1 = 6,   s1
[image: image30.wmf]³
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Якщо вихідне обмеження визначає витрати деякого ресурсу, змінну s1 слід інтерпретувати як залишок, або невикористану частину, даного ресурсу. 

Розглянемо вихідне обмеження іншого типу: 

3х1 + 2х2 – 3x3 
[image: image31.wmf]³

 5

Так як ліва частина цього обмеження не може бути менше правої, то для перетворення вихідної нерівності у рівність віднімемо від його лівої частини надлишкову змінну s2
[image: image32.wmf]³

0. В результаті отримаємо
3х1 + 2х2 – 3x3 – s2 = 5,   s2
[image: image33.wmf]³

0.

2. Праву частину рівності завжди можна зробити невід’ємною, помноживши обидві частини на -1. 

Наприклад, рівність 2x1 + 3x2 – 7x3 = -5 еквівалентна рівності 

-2x1 - 3x2 + 7x3 = 5

3. Знак нерівності змінюється на протилежний при помноженні обох частин на -1. 

Наприклад, можна нерівність 2х1 – х2 
[image: image34.wmf]£

 -5 замінити на -2х1 + х2 
[image: image35.wmf]³

 5.

Змінні

Будь-яку змінну 
[image: image36.wmf]i
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, яка не має обмежень у знаку, можна представити як різницю двох невід’ємних змінних: 
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Таку підстановку слід використовувати в усіх обмеженнях, які містять вихідну змінну 
[image: image39.wmf]i

y

, а також у виразі для цільової функції. 

Зазвичай знаходять розв’язок задачі ЛП, в якому фігурують змінні 
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, а потім за допомогою оберненої підстановки визначають величину 
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Важлива особливість змінних 
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 полягає в тому, що при будь-якому припустимому розв’язку тільки одна з цих змінних може мати додатне значення, тобто якщо
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, і навпаки. Це дозволяє розглядати 
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 як залишкову змінну, а 
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 - як надлишкову змінну, причому лише одна з цих змінних може приймати додатне значення.

Цільова функція

Цільова функція лінійної оптимізаційної моделі, представленої у стандартній формі, може підлягати як максимізації, так і мінімізації. У деяких випадках виявляється корисним змінити цільову функцію. 

Максимізація деякої функції еквівалентна мінімізації тієї ж функції, взятої з протилежним знаком, і навпаки. Наприклад, максимізація функції z = 5x1+2x2+3x3 еквівалентна мінімізації функції (-z) = -5x1-2x2-3x3. Еквівалентність означає, що при одній і тій самій сукупності обмежень оптимальні значення змінних x1, x2 и x3 в обох випадках будуть однаковими. Відмінність полягає в тому, що при однакових числових значеннях цільових функцій їх знаки будуть протилежними. 

Приклад. Потрібно представити наступну лінійну модель у стандартній формі:

Мінімізувати
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при обмеженнях
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 не має обмеження у знаку, 
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Необхідно здійснити наступні перетворення. 

1. У друге обмеження ввести надлишкову змінну s2
[image: image55.wmf]³

0. 

2. Додати залишкову змінну s3
[image: image56.wmf]³

0  до лівої частині третього обмеження. 

3. У цільовій функції та в усіх обмеженнях здійснити підстановку 
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Вказані операції дозволяють привести вихідну модель до стандартної форми:

Мінімізувати
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при обмеженнях
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§ 3. ЗАГАЛЬНА ІДЕЯ СИМПЛЕКС-МЕТОДУ
При аналізі графічного методу розв'язання задачі ЛП в § 1 було зазначено, що оптимальним розв’язкам завжди відповідає одна з кутових (або екстремальних) точок простору розв’язків. Саме цей результат і покладений в основу побудови симплекс-методу. 

Симплекс-метод не має тієї наочності, яка характерна для геометричного представлення простору розв’язків. У його обчислювальній схемі реалізується впорядкований процес, при якому, починаючи з деякої вихідної припустимої кутової точки (зазвичай початку координат), здійснюються послідовні переходи від однієї припустимої екстремальної точки до іншої до тих пір, поки не буде знайдена точка, яка відповідає оптимальному розв’язку. 

Загальну ідею симплекс-методу можна проілюструвати на прикладі з §1:

максимізувати 
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при обмеженнях:
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Простір розв’язків цієї задачі представлений на мал.3. Вихідною точкою алгоритму є початок координат (точка А на мал.3). Розв’язок, що відповідає цій точці, зазвичай називають початковим розв’язком.
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Мал.. 3

Від початкової точки здійснюється перехід до деякої суміжної кутової точки. У розглянутому випадку це може бути або точка В, або точка F. Вибір точки залежить від коефіцієнтів цільової функції. Так як коефіцієнт цільової функції при х1 більше коефіцієнта при х2, а цільова функція підлягає максимізації, потрібний напрямок переходу відповідає збільшенню х1, що призводить до екстремальної точки В. Після цього зазначений процес повторюється, щоб з'ясувати, чи існує інша екстремальна точка, відповідна кращому припустимому розв’язку (в даному випадку більшому значенню цільової функції). Використовуючи, як і раніше, інформацію про цільову функцію, можна визначити, чи є на цьому кроці алгоритму така точка. В результаті такий ітеративний процес дозволяє знайти оптимальну кутову точку С. 

Вибір кожної наступної екстремальної точки при використанні симплекс-методу визначається наступними двома правилами. 

1. Кожна наступна кутова точка повинна бути суміжною з попередньою. Наприклад, у просторі розв’язків, зображеному на мал.3 неможливий прямий перехід від точки А до точки С. Цей перехід здійснюється по межах (ребрах) простору розв’язків: від точки А до точки В і лише потім від точки В до точки С. 

2. Обернений перехід до попередньої екстремальної точки не може проводитися. Так, при русі в просторі розв’язків, представленому на мал.3, не повинно бути оберненого переходу від точки В до точки А. 

Отже, пошук оптимального розв’язку починається з деякої припустимої кутової точки, і всі переходи здійснюються тільки до суміжних точок, причому перед новим переходом кожна з отриманих точок перевіряється на оптимальність. При розв’язуванні задачі з §1 початковим розв’язком є точка А, з якої здійснюється перехід у точку В і потім у точку С, яка відповідає оптимуму. Таким чином, у даному випадку для знаходження оптимального розв’язку потрібно три ітерації (отримані розв’язки зображуються точками А, В і С). 

Щоб описати розглянуті процедури формальними засобами, необхідно визначити простір розв’язків і кутові точки алгебраїчно. Необхідні співвідношення встановлюються із зазначеної в таблиці відповідності геометричних і алгебраїчних означень.

	Геометричне означення

(графічний метод)
	Алгебраїчне означення

(симплекс-метод)

	Простір розв’язків
	Обмеження моделі
стандартної форми (§2)

	Кутові точки
	Базисні розв’язки задачі у 
стандартній формі


§ 4. ЗОБРАЖЕННЯ ПРОСТОРУ РОЗВ’ЯЗКІВ СТАНДАРТНОЇ ЗАДАЧІ ЛІНІЙНОГО ПРОГРАМУВАННЯ
Зображення простору розв’язків за допомогою алгебраїчних методів розглянемо на прикладі з § 1. Відповідна лінійна модель, приведена до стандартної форми, має такий вигляд:
максимізувати       
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при обмеженнях:           
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На мал.4 зображено простір розв’язків цієї задачі. 
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Мал. 4
Кожну точку цього простору можна визначити за допомогою змінних x1, x2, s1, s2, s3 и s4, які фігурують у моделі стандартної форми. Для ідентифікації потрібної точки простору розв’язків скористаємося тим, що при 
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 обмеження моделі еквівалентні рівностям, які представляються відповідними ребрами простору розв’язків. Наприклад, при s1=0 перше обмеження задачі приймає вигляд рівності х1+2х2=6, яка зображається ребром СD. Збільшення змінних si (si>0) буде відповідати зміщенню припустимих точок з меж простору розв’язків у внутрішню область.
Нас цікавить насамперед алгебраїчне зображення екстремальних точок. Аналізуючи мал.4. можна помітити, що змінні x1, x2, s1, s2, s3 и s4, асоційовані з екстремальними точками A, B, C, D, E і F, можна впорядкувати, виходячи з того, яке значення (нульове чи ненульове) має ця змінна в екстремальній точці. 

Аналізуючи таблицю, легко помітити дві закономірності: 

1. Стандартна модель містить чотири рівняння і шість невідомих, тому в кожній з екстремальних точок дві (2 = 6-4) змінні повинні мати нульові значення. 

2. Суміжні екстремальні точки відрізняються тільки однією змінною в кожній групі (нульових і ненульових змінних). 

Перша закономірність свідчить про можливість визначення екстремальних точок алгебраїчним способом шляхом прирівнювання нулю такої кількості змінних, яка дорівнює різниці між кількістю невідомих і кількістю рівнянь. У цьому полягає сутність властивості однозначності екстремальних точок. На мал.4 кожній неекстремальній точці відповідає не більше однієї нульової змінної. Так, будь-яка точка внутрішньої області простору розв’язків взагалі не має жодної нульової змінної, а будь-яка неекстремальна точка, що лежить на межі, завжди має лише одну нульову змінну. 

Властивість однозначності екстремальних точок дозволяє визначити їх алгебраїчним методом. Будемо вважати, що лінійна модель стандартної форми містить m рівнянь і n (m
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n) невідомих (праві частини обмеження – невід’ємні). Тоді всі припустимі екстремальні точки визначаються як усі однозначні невід’ємні розв’язки системи m рівнянь, в яких n-m змінних дорівнюють нулю. 

Однозначні розв’язки такої системи рівнянь, отримані шляхом прирівнювання до нуля n-m змінних, називаються базисними розв'язками. Якщо базисний розв’язок задовольняє умові невід’ємності правих частин, то він називається припустимим базисним розв'язком. Змінні, що мають нульове значення, називаються небазисними змінними, решта - базисними змінними. 

З вищеописаного випливає, що при реалізації симплекс-методу алгебраїчне визначення базисних розв’язків відповідає ідентифікації екстремальних точок, що здійснюється при геометричному зображенні простору розв’язків. Таким чином, максимальне число ітерацій при використанні симплекс-методу дорівнює максимальному числу базисних розв’язків задачі ЛП, зображеної у стандартній формі. Це означає, що кількість ітераційних процедур симплекс-методу не перевищує
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Друга з раніше зазначених закономірностей виявляється досить корисною для побудови обчислювальних процедур симплекс-методу, при реалізації якого здійснюється послідовний перехід від однієї екстремальної точки до іншої, суміжної з нею. Так як суміжні екстремальні точки відрізняються тільки однією змінною, то можна визначити кожну подальшу (суміжну) екстремальну точку шляхом заміни однієї з поточних небазисних (нульових) змінних поточною базисною змінної. Нехай, наприклад, при розв’язуванні задачі, зазначеної на початку цього параграфа, отриманий розв’язок, що відповідає точці А, звідки слід здійснити перехід до точки В. Для цього потрібно збільшувати небазисну змінну х1 від початкового нульового значення, що відповідає точці В (див. мал.4). Таким чином, між множиною небазисних і множиною базисних змінних відбувається взаємо обмін змінними х1 та s2. Цей процес можна наочно представити у вигляді наступної таблиці
	Екстремальна точка
	Небазисні (нульові) змінні
	Базисні змінні

	А
	х1, х2
	s1, s2, s3, s4

	В
	s2, х2
	s1, x1, s3, s4


Застосовуючи аналогічну процедуру до всіх екстремальних точок мал.4 можна переконатися в тому, що будь-яку наступну екстремальну точку завжди можна визначити шляхом взаємної заміни по одній змінній в складі базисних і небазисних змінних (попередньої суміжної точки). Цей фактор суттєво спрощує реалізацію обчислювальних процедур симплекс-методу. 

Розглянутий процес взаємної заміни змінних призводить до необхідності введення двох нових термінів. Змінною, що включається називається небазисна у даний момент змінна, яка буде включена в множину базисних змінних на наступній ітерації (при переході до суміжної екстремальної точки). Змінна, що виключається - це та базисна змінна, що на наступній ітерації підлягає виключенню з множини базисних змінних.
§ 5. ОБЧИСЛЮВАЛЬНІ ПРОЦЕДУРИ СИМПЛЕКС-МЕТОДУ
Симплекс-алгоритм складається з наступних кроків. 

Крок 0. Використовуючи лінійну модель стандартної форми, визначають початковий припустимий базисний розв’язок шляхом прирівнювання до нуля n-m (небазисних) змінних. 

Крок 1. З числа поточних небазисних (рівних нулю) змінних вибирається змінна, яка буде включена у новий базис, збільшення якої забезпечує поліпшення значення цільової функції. Якщо такої змінної немає, то обчислення припиняються, так як поточний базисний розв'язок є оптимальним. В іншому випадку здійснюється перехід до кроку 2. 

Крок 2. З числа змінних поточного базису вибирається змінна, що виключається, яка повинна прийняти нульове значення (стати небазисною) при введенні в число базисних змінних нової змінної. 

Крок 3. Знаходиться новий базисний розв’язок, що відповідає новим складам небазисних і базисних змінних. Здійснюється перехід до кроку 1. 

Пояснімо процедури симплекс-методу на прикладі з § 4. Спочатку необхідно представити цільову функцію та обмеження моделі в стандартній формі:
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 (обмеження).

Як зазначалося раніше, в якості початкового пробного розв’язку використовується розв’язок системи рівнянь, в якій дві (2 = 6 - 4) змінні покладаються рівними нулю. Це забезпечує єдиність та припустимість отриманого розв’язку. У розглянутому випадку очевидно, що підстановка х1=х2=0 одразу ж приводить до наступного результату: s1=6, s2=8, s3=1 і s4=2 (тобто розв’язку, що відповідає точці А на мал.4 ). Тому точку А можна використовувати як початковий припустимий розв’язок. Величина z в цій точці дорівнює нулю, так як і х1, і х2 мають нульові значення. Тому, перетворивши рівняння цільової функції так, щоб його права частина дорівнювала нулю, можна переконатися в тому, що праві частини рівнянь цільової функції і обмежень повністю характеризують початковий розв’язок. Це має місце у всіх випадках, коли початковий базис складається із залишкових змінних. 

Отримані результати зручно представити у вигляді таблиці
	Базисні змінні
	z
	x1
	x2
	s1
	s2
	s3
	s4
	Розв’язок
	

	z
	1
	-3
	-2
	0
	0
	0
	0
	0
	z-рівняння

	s1
	0
	1
	2
	1
	0
	0
	0
	6
	s1-рівняння

s2-рівняння
s3- рівняння
s4- рівняння

	s2
	0
	2
	1
	0
	0
	0
	0
	8
	

	s3
	0
	-1
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	

	s4
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2
	


Ця таблиця інтерпретується наступним чином. Стовпчик "базисні змінні" містить змінні пробного базису s1, s2, s3 и s4, значення яких наведено у стовпчику "Розв’язок ". При цьому мається на увазі, що небазисні змінні х1 і х2 (не представлені у першому стовпці) дорівнюють нулю. Значення цільової функції z = 3*0+2*0+0*6+0*1+0*2 дорівнює нулю, що і показано в останньому стовпчику таблиці. 

Як визначити, чи є отриманий пробний розв’язок найкращим (оптимальним)? Аналізуючи z-рівняння, неважко помітити, що небазисні змінні х1 и х2, які дорівнюють нулю, мають від’ємні коефіцієнти. Це еквівалентно наявності додатних коефіцієнтів при цих змінних у вихідній цільовій функції. Оскільки ми маємо задачу максимізації, то значення z може бути покращене при збільшенні як х1, так і х2. Проте завжди вибирається змінна з більшим абсолютним значенням від’ємного коефіцієнта (в z-рівнянні), так як практичний досвід обчислень показує, що в цьому випадку оптимум досягається швидше.

Це правило складає основу наявної в обчислювальній схемі симплекс-методу умови оптимальності, яка полягає в тому, що якщо в задачі максимізації всі небазисні змінні в z-рівнянні мають невід’ємні коефіцієнти, то отриманий пробний розв’язок є  оптимальним. В іншому випадку в якості нової базисної змінної слід вибрати ту, яка має найбільший за абсолютною величиною від’ємний коефіцієнт. 

Застосовуючи умову оптимальності до вихідної таблиці, виберемо в якості змінної, що включається в базис, змінну х1. Змінна, що виключається, повинна бути обрана з сукупності базисних змінних s1, s2, s3 и s4. Процедура вибору змінної, що виключається передбачає перевірку умови припустимості, яка вимагає, щоб у якості змінної, що виключається, вибиралася та з змінних поточного базису, яка першою приймає нульове значення при збільшенні змінної, що включається, впритул до значення, яке відповідає суміжній екстремальній точці. Це повинно, звичайно, виконуватися без використання графічного методу розв’язування, однак геометрична інтерпретація допоможе сформулювати умову припустимості в алгебраїчному представленні. 

Розглянемо простір розв’язків на прикладі тієї ж задачі з § 1
максимізувати 
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при обмеженнях:  
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яке представлене на мал.5.
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Мал.. 5
Максимальне припустиме значення змінної х1 відповідає тій з точок перетину осі х1, з прямими, що представляють обмеження моделі, яка має найменшу додатну координату. В рамках алгебраїчного представлення кожна з таких точок перетину визначається відношенням постійної правої частини обмеження до відповідного додатного коефіцієнту при змінній, що включається х1. Якщо коефіцієнт при х1 має від’ємне або нульове значення, пряма, що представляє відповідне обмеження, не перетинається з віссю х1 в області додатних значень. Так, на мал.5 пряма, що представляє обмеження (3), в якому х1 фігурує з від’ємним коефіцієнтом (=-1), перетинає вісь х1 в області від’ємних значень, а пряма, що відповідає обмеженню (4), де х1 має нульовий коефіцієнт, паралельна осі х1. У свою чергу прямі, що представляють обмеження (1) і (2), перетинають вісь х1, в точках х1=6/1=6 і х1=8/2=4 відповідно. Таким чином, змінна х1 досягає максимально припустимого значення, яке дорівнює 4, в точці В, при цьому змінною, що виключається з базису, стає s2.

Відношення, яке нас цікавить, (яке фіксує шукану точку перетину та ідентифікує змінну, що виключається) можна визначити безпосередньо з симплекс-таблиці. Для цього в стовпці, відповідному змінній, що вводиться (х1), викреслюють від’ємні та нульові елементи обмежень. Потім обчислюються відношення постійних, що фігурують в правих частинах цих обмежень, до інших елементів стовпця, відповідного змінній, що вводиться (х1). Змінною, що виключається, буде та змінна поточного базису, для якої вказане вище відношення мінімальне. 

Початкова симплекс-таблиця для розглянутого прикладу, отримана після перевірки умови припустимості (тобто після обчислення відповідних відношень і визначення змінної, що виключається) приведена нижче. Для зручності опису обчислювальних процедур, що здійснюються на наступній ітерації, введемо ряд необхідних означень. Стовпець симплекс-таблиці, асоційований зі змінною, що вводиться, будемо називати ведучим стовпцем. Рядок, що відповідає змінній, що виключається, назвемо ведучим рядком (рівнянням), а елемент таблиці, що знаходиться на перетині ведучого стовпчика і ведучого рядка, будемо називати ведучим елементом.
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Ведучий елемент
Після того як визначені змінні, що включається та виключається (з використанням умов оптимальності та припустимості), наступна ітерація (пошук нового базисного розв’язку) здійснюється методом виключення змінних, або методом Гаусса-Жордана. Цей процес зміни базису включає обчислювальні процедури двох типів. 

Тип 1 (формування ведучого рівняння). 

Новий ведучий рядок = попередній ведучий рядок / ведучий елемент. 

Тип 2 (формування всіх інших рівнянь, включаючи z-рівняння). 
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Виконання процедури типу 1 призводить до того, що в новому ведучому рівнянні ведучий елемент буде дорівнювати одиниці. В результаті здійснення процедури типу 2 всі інші коефіцієнти, які фігурують в ведучому стовпці, будуть дорівнювати нулю. Це еквівалентно отриманню базисного розв’язку шляхом виключення змінної, що вводиться, з усіх рівнянь, окрім ведучого. 

Застосовуючи до вихідної таблиці процедуру 1, ми ділимо s2-рівняння на ведучий елемент, що дорівнює 2. Так як в стовпці базисних змінних х1 займає місце змінної s2, зазначена процедура призводить до таких змін вихідної симплекс-таблиці.

	Базисні змінні
	z
	x1
	x2
	s1
	s2
	s3
	s4
	Розв’язок

	z
	
	
	

	s1
	
	
	

	x1
	0
	1
	1/2
	0
	1/2
	0
	0
	8/2=4

	s3
	
	
	

	s4
	
	
	


Зауважимо, що у стовпці "Розв’язок" тепер фігурує нове значення змінної  х1 (= 4), що дорівнює мінімальній величині відношень, які аналізуються при перевірці умови припустимості. 

Щоб скласти нову симплекс-таблицю, виконаємо необхідні обчислювальні процедури типу 2. 

1. z-рівняння 

Попереднє z-рівняння: 



(1    -3    -2    0     0      0    0    0)

-(-3) *Новий ведучий рядок: 


(0      3   3/2   0    3/2    0    0   12)

= Нове z-рівняння: 



(1      0  -1/2   0    3/2    0    0   12)

2. s1-рівняння.

Попереднє s1-рівняння: 


(0       1     2    1      0    0    0      6)

-(1)*Новий ведучий рядок: 


(0     -1  -1/2   0   -1/2   0    0    -4)

= Нове s1-рівняння: 



(0      0    3/2   1   -1/2   0    0     2)

3. s3-рявняння:

Попереднє s3-рівняння: 


(0     -1     1     0     0     1    0     1)

-(-1)* Новий ведучий рядок: 


(0      1    1/2   0    1/2    0   0     4)

=Нове s3-рівняння:
 


(0      0    3/2   0    1/2    1   0     5)

4. s4-рівняння. Нове s4-рівняння буде таким самим, як і попереднє, оскільки відповідний коефіцієнт ведучого стовпця дорівнює нулю. 

Нова симплекс-таблиця, отримана за допомогою розглянутих операцій, має такий вигляд:
	Базисні змінні
	z
	x1
	x2
	s1
	s2
	s3
	s4
	Розв’язок
	

	z
	1
	0
	-1/2
	0
	3/2
	0
	0
	12
	Відношення

	s1
	0
	0
	3/2
	1
	-1/2
	0
	0
	2
	2/(3/2) =4/3

	x1
	0
	1
	1/2
	0
	1/2
	0
	0
	4
	4/(1/2)=8

	s3
	0
	0
	3/2
	0
	1/2
	1
	0
	5
	5/(3/2)=10/3

	s4
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	1
	2
	2/1=2


У новому розв’язку х1=4 та х2=0 (точка В на мал.5). Значення z зросло з 0 до 12. Це збільшення обумовлено тим, що приріст х1 на одиницю забезпечує збільшення z на 3 одиниці; таким чином, приріст цільової функції z становить: 3*4=12. 

Зауважимо, що нова симплекс-таблиця має такі самі характеристики, як і попередня: тільки небазисні змінні х2 та s2 дорівнюють нулю, а значення базисних змінних, як і раніше, представлені в стовпці "Розв’язок". Це в точності відповідає результатам, отриманим при використанні методу Гаусса-Жордана. 

З останньої таблиці випливає, що на черговій ітерації згідно з умовою оптимальності в якості змінної, що вводиться, слід вибрати х2, так як коефіцієнт при цій змінній в z-рівнянні дорівнює -1/2. Виходячи з умови припустимості, визначаємо, що змінною, що виключається, буде s1. Відношення, що фігурують у правій частині таблиці, показують, що в новому базисному розв'язку значення змінної, що включається, буде дорівнювати 4/3 (=мінімальному відношенню). Це призводить до збільшення цільової функції на (4/3) * (1/2) = (2/3). 

До отримання симплекс-таблиці, що відповідає новій ітерації, приводять наступні обчислювальні операції методу Гаусса-Жордана. 

1. Нове ведуче s1-рівняння = Попереднє s1-рівняння / (3/2). 

2. Нове z-рівняння = Попереднє z-рівняння - (-1/2) * Нове ведуче рівняння. 

3. Нове х1-рівняння = Попереднє х1-рівняння - (1/2) * Нове ведуче рівняння. 

4. Нове s3-рівняння = Попереднє s3-рівняння - (3/2) * Нове ведуче рівняння. 

5. Нове s4-рівняння = Попереднє s4-рівняння - (1) * Нове ведуче рівняння. 

В результаті зазначених перетворень отримаємо наступну симплекс-таблицю:
	Базисні змінні
	z
	x1
	x2
	s1
	s2
	s3
	s4
	Розв’язок

	z
	1
	0
	0
	1/3
	4/3
	0
	0
	38/3

	х2
	0
	0
	1
	2/3
	-1/3
	0
	0
	4/3

	x1
	0
	1
	0
	-1/3
	2/3
	0
	0
	10/3

	s3
	0
	0
	0
	-1
	1
	1
	0
	3

	s4
	0
	0
	0
	-2/3
	1/3
	0
	1
	2/3


У новому базисному розв'язку х1=10/3 і х2=4/3 (точка С на мал.5). Значення z збільшилося з 12 (попередня симплекс-таблиця) до 38/3 (остання симплекс-таблиця). Цей результуючий приріст цільової функції (38/3-12) = 2/3 обумовлений збільшенням х2 від 0 до 4/3, так як з z-рядка попередньої симплекс-таблиці випливає, що зростання даної змінної на одиницю відповідає збільшенню цільової функції на 1/2. 

Остання симплекс-таблиця відповідає оптимальному розв'язку задачі, так як в z-рівнянні жодна з небазисних змінних не фігурує з від’ємним коефіцієнтом. Отриманням цієї результуючої таблиці і завершуються обчислювальні процедури симплекс-методу. 

У розглянутому вище прикладі алгоритм симплекс-методу використаний при розв'язуванні задачі, в якій цільова функція підлягала максимізації. 

У випадку мінімізації цільової функції в цьому алгоритмі необхідно змінити тільки умову оптимальності: у якості нової базисної змінної слід вибирати ту змінну, яка в z-рівнянні має найбільший додатний коефіцієнт. Умови припустимості в обох випадках (максимізації та мінімізації) однакові. Дамо тепер остаточні формулювання обом умовам, які використовуються в симплекс-методі. 

Умова оптимальності. Змінною, що вводиться, в задачі максимізації (мінімізації) є небазисна змінна, що має у z-рівнянні найбільший від’ємний (додатний) коефіцієнт. У випадку рівності таких коефіцієнтів для декількох небазисних змінних вибір робиться довільно. Якщо всі коефіцієнти при небазисних змінних в z-рівнянні невід’ємні (недодатні), то отриманий розв'язок є оптимальним. 

Умова припустимості. В задачах максимізації та мінімізації в якості змінної, що виключається, вибирається та базисна змінна, для якої відношення постійної в правій частині відповідного обмеження до (додатного) коефіцієнту ведучого стовпчика є мінімальним. У випадку рівності цього відношення для декількох базисних змінних вибір робиться довільно.
§ 6. ШТУЧНИЙ ПОЧАТКОВИЙ РОЗВ’ЯЗОК
У розглянутій обчислювальній схемі симплекс-методу для отримання початкового базисного розв’язку використовувалися залишкові змінні. Однак коли вихідне обмеження записане у вигляді рівності або має знак 
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, не можна одразу ж отримати припустимий початковий базисний розв’язок. Покажемо це на наступному прикладі:
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Щоб записати задачу у стандартній формі, введемо в ліву частину обмеження (2) надлишкову змінну х3, а в ліву частину обмеження (3) – залишкову змінну х4. В результаті отримаємо наступну задачу:

мінімізувати 
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Таким чином, маємо три рівняння, які місять чотири змінних. Це означає, що кожному базисному розв’язку відповідає одна небазисна змінна (яка дорівнює нулю). На відміну від випадку, коли кожне рівняння містить залишкову змінну, в даній ситуації вже не можна бути впевненим у тому, що при нульовому значенні однієї змінної усі базисні змінні будуть невід’ємними. При виборі змінної, якій слід надати нульового значення, можна, звичайно, використовувати метод спроб і помилок. Однак цей метод потребує додаткових витрат часу і незручний для виконання розрахунків на обчислювальній машині. Тому слід застосувати більш раціональний спосіб знаходження початкового припустимого базисного розв’язку.
Ідея використання штучних змінних досить проста. Вона передбачає включення невід’ємних змінних в ліву частину кожного з рівнянь, які не містять "очевидних" початкових базисних змінних. Забезпечуючи отримання початкового базису, ці додаткові змінні виконують, по суті, ту саму роль, що й залишкові змінні. Однак, оскільки такі штучні змінні не мають відношення до змісту поставленої задачі (звідси їх назва - "штучні"), їх введення припустиме тільки в тому випадку, якщо відповідна схема обчислень буде забезпечувати отримання оптимального розв’язку, в якому всі штучні змінні будуть дорівнювати нулю. Іншими словами, ці змінні слід використовувати тільки для отримання "стартової" точки, причому ітеративний процес оптимізації повинен "змушувати" ці змінні приймати нульові значення у кінцевому оптимальному розв’язку, забезпечуючи припустимість оптимуму. 

Досягти бажаного результату дозволяє використання в ітераційному процесі оберненого зв'язку, який забезпечує у підсумку отримання оптимального розв’язку при нульових значеннях штучних змінних (за умови, що припустимий оптимальний розв’язок задачі існує). Для побудови необхідної схеми обчислень можна застосувати наступний прийом: накласти "штраф" за використання штучних змінних, які вводяться в цільову функцію. Розроблені два (тісно пов'язаних між собою) методу отримання стартової точки, в яких використовується "штрафування" штучних змінних: 1) М-метод, або метод великих  штрафів, і 2) метод, що передбачає розв’язок початкової задачі у два етапи (двоетапний метод). Розглянемо кожен з цих методів на прикладі сформульованої вище задачі.
М-метод (метод великих штрафів)

Розглянемо раніше введену модель, приведену до стандартної форми:

мінімізувати 
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У першому та другому рівняннях немає змінних, які виконують роль залишкових. Тому введемо в кожне з цих рівнянь по одній штучній змінній, позначивши їх через R1 та R2:
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За використання цих змінних у складі цільової функції можна ввес​ти штраф, приписуючи їм достатньо великий додатний коефіцієнт М. Такий спосіб введення штучних змінних R1 та R2 приводить до наступної лінійної моделі:

мінімізувати 
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Звернемо увагу на логіку використання штучних змінних. Маємо три рівняння та шість невідомих. Отже, початковий базисний розв’язок має включати 6-3=3 нульові змінні. Якщо покласти рівними нулю змінні х1, х2 и х3, то одразу ж буде отримано бажаний початковий припустимий розв’язок: R1=3, R2=6, х4=4.

Розглянемо тепер, яким чином "нова" структура моделі автоматично призводить до того, що на кінцевій стадії процесу оптимізації змінні R1 та R2 приймають нульове значення. Так як ми маємо задачу пошуку мінімуму, а змінним R1 та R2 у цільовій функції приписаний великий за величиною додатний коефіцієнт М, то метод оптимізації, направлений на знаходження мінімального значення z призведе до того, що змінні R1 та R2 в оптимальному розв’язку будуть дорівнювати нулю. Зауважимо, що всі проміжні ітерації, які передують отриманню оптимуму, не мають значення з точки зору кінцевого результату. Тому не важливо, чи фігурують на цих ітераціях додатні штучні змінні.

Як слід змінити М-метод, якщо цільова функція підлягає не мінімізації, а максимізації? Використовуючи той самий прийом штрафування штучних змінних, слід приписати цим змінним у цільовій функції достатньо великий за абсолютною величиною від’ємний коефіцієнт –М (М>0), що обумовить неприпустимість додатних значень штучних змінних в оптимальному розв’язку. Таким чином, якщо у розглянутому прикладі поставлена задача на пошук максимуму, то цільова функція моделі після введення штучних змінних буде мати вигляд: максимізувати z = 4х1+х2-МR1-МR2.

Після отримання припустимого початкового розв’язку треба так "переформулювати" умову задачі, щоб можна було представити процес розв’язування у зручній формі (у вигляді таблиці). Для цього необхідно, щоб початковий розв’язок в явному вигляді фігурував у стовпці, який характеризує праві частини всіх рівнянь моделі. Цього можна досягти, підкладаючи в цільову функцію отримані з відповідних обмежень вирази для штучних змінних:
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В результаті отримаємо такий вираз для z:

z=4x1 + x2 + M (3-3x1-x2) + M (6-4x1-3x2+x3)= (4-7M) x1 + (1-4M) x2 + Mx3 + 9M.

При цьому z-рівняння у симплекс-таблиці буде мати вигляд:

z – (4-7M) x1 – (1-4M) x2 – Mx3 = 9M.

Таким чином,  стартовій точці, у якій х1=х2=х3=0, відповідає значення z=9M, як це і повинно бути при R1 = З и R2 = 6.

Послідовність симплекс-таблиць, що призводить до оптимального розв’язку задачі, представлена у зведеній таблиці. (Так як стовпчик z не змінюється, він для зручності виключений з таблиці. Це спрощення використовується і в подальшому.) Так як цільова функція мінімізується, то змінні, які включаються в базис, повинні мати найбільші додатні коефіцієнти в z-рівнянні. Оптимум досягається на тій ітерації, де всі небазисні змінні мають недодатні коефіцієнти в z-рівнянні. (Не забувайте, що М - це додатний коефіцієнт, значення якого покладається дуже великим.) 

Оптимальному розв’язку відповідає точка х1=2/5. х2=9/5. де z=17/5. Так як в оптимальному розв’язку відсутні штучні змінні, які мають додатні значення, то даний розв’язок є припустимим оптимальним розв’язком задачі у її початковій постановці, тобто до введення штучних змінних. (Якщо задача не має припустимого розв’язку, то в отриманому оптимальному розв’язку принаймні одна штучна змінна буде фігурувати з додатним знаком. Така ситуація буде розглянута у наступному параграфі.)

	Ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	R1
	R2
	x4
	Розв’язок

	0
	z
	-4+7M
	-1+4M
	-M
	0
	0
	0
	9M

	(початок обчислень)
	R1
	3
	1
	0
	1
	0
	0
	3

	x1 вводиться
	R2
	4
	3
	-1
	0
	1
	0
	6

	R1 виключається
	x4
	1
	2
	0
	0
	0
	1
	4

	1
	z
	0
	(1+5M)/3
	-M
	(4-7M)/3
	0
	0
	4+2M

	
	x1
	1
	1/3
	0
	1/3
	0
	0
	1

	x2 вводиться
	R2
	0
	5/3
	-1
	-4/3
	1
	0
	2

	R2 виключається
	x4
	0
	5/3
	0
	-1/3
	0
	1
	3

	2
	z
	0
	0
	1/5
	8/5-M
	-1/5-M
	0
	18/5

	
	x1
	1
	0
	1/5
	3/5
	-1/5
	0
	3/5

	x3 вводиться
	x2
	0
	1
	-3/5
	-4/5
	3/5
	0
	6/5

	х4 виключається
	x4
	0
	0
	1
	1
	-1
	1
	1

	3
	z
	0
	0
	0
	7/5-M
	-M
	-1/5
	17/5

	
	x1
	1
	0
	0
	2/5
	0
	-1/5
	2/5

	(оптимум)
	x2
	0
	1
	0
	-1/5
	0
	3/5
	9/5

	
	x3
	0
	0
	1
	1
	-1
	1
	1


Двоетапний метод

Недолік М-методу пов'язаний з можливістю похибок в обчисленнях, зумовлених дуже великою величиною коефіцієнта М. Для того, щоб пояснити це, припустімо, що в розглянутому вище прикладі значення М було 100 000. Тоді коефіцієнти при х1 та х2 в z-рівнянні початкової симплекс-таблиці будуть дорівнювати (-4+700000) та (-1+400000) відповідно. Через велику величину М внесок початкових коефіцієнтів (4 і 1) виявляється несуттєвим. Внаслідок похибок округлення, властивим будь-якій цифровій ЕОМ, процес обчислень може стати нечутливим до значень початкових коефіцієнтів при х1 та х2. При цьому виникає небезпека того, що ці змінні будуть інтерпретуватися як змінні, що фігурують у цільовій функції з ненульовими коефіцієнтами. 

Двоетапний метод дозволяє уникнути цих труднощів. При використанні двоетапного методу штучні змінні вводяться тим же чином, як і у М-методі. Однак коефіцієнт М при цьому не фігурує, що досягається розбиттям процесу розв’язування задачі на два етапи (звідси назва методу - двоетапний). Етапи реалізації даного методу включають наступні процедури. 

Етап 1. Вводяться штучні змінні, необхідні для отримання стартової точки. Записується нова цільова функція, що передбачає мінімізацію суми штучних змінних при початкових обмеженнях, змінених за рахунок введення штучних змінних. Якщо мінімальне значення нової цільової функції дорівнює нулю (тобто всі штучні змінні мають в оптимумі нульові значення), то початкова задача має припустимий розв’язок. Переходять до етапу 2. У протилежному випадку, коли мінімум нової цільової функції виявляється більшим нуля, початкова задача не має припустимих розв’язків, і процес обчислень закінчується. 

Етап 2. Оптимальний базисний розв’язок, отриманий на етапі 1, використовується в якості початкового розв’язку вихідної задачі. 

Реалізацію двоетапного методу проілюструємо на тому ж прикладі.
Етап 1. Так як необхідно ввести штучні змінні R1 та R2 у перше та друге рівняння відповідно, то етап 1 зводиться до

мінімізації 
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Оскільки R1 та R2 фігурують у початковому розв’язку, то слід підкласти у цільову функцію їх вирази, отримані з відповідних обмежень (порівняйте з процедурою, яка використовується у M-методі:

r = R1+R2 = (3-3x1-x2) + (6-4x1-3x2+x3) = -7x1-4x2+x3+9.

За допомогою цього співвідношення отримаємо початкову симплекс-таблицю:
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	R1
	R2
	x4
	Розв’язок

	r
	7
	4
	-1
	0
	0
	0
	9

	R1
	3
	1
	0
	1
	0
	0
	3

	R2
	4
	3
	-1
	0
	1
	0
	6

	x4
	1
	2
	0
	0
	0
	1
	4


Оптимальна таблиця, отримана за дві ітерації, має наступний вигляд (перевірте!):
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	R1
	R2
	x4
	Розв’язок

	r
	7
	4
	-1
	0
	0
	0
	9

	x1
	1
	0
	1/5
	3/5
	-1/5
	0
	3/5

	x2
	0
	1
	-3/5
	-4/5
	3/5
	0
	6/5

	x4
	0
	0
	1
	1
	-1
	1
	1


Так як min r = 0, то задача має припустимий розв’язок, і можна перехо​дити до етапу 2.

Етап 2. Штучні змінні вже виконали свою функцію, тому у наступних обчислювальних процедурах вони фігурувати не повинні. Тому запишемо рівняння з оптимальної симплекс-таблиці етапу 1 у наступному вигляді:
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Ці рівняння повністю еквівалентні рівнянням початкової задачі, записаній у стандартній формі (до введення штучних змінних). Тому початкову задачу можна сформулювати наступним чином: 

мінімізувати   
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Головна мета першого етапу обчислень полягає в тому, щоб забезпечити отримання початкового розв’язку вихідної задачі. Так як задача містить три рівняння і чотири змінні, то, приписуючи одній (4-3=1) змінній, а саме х3, нульове значення, можна одразу отримати припустимий базисний розв’язок: х1 = 3/5, х2 = 6/5, х4 = 1. 

Для розв’язання задачі необхідно, як і при використанні М-методу, підкласти в цільову функцію вирази для базисних змінних х1 та х2, отримані з відповідних обмежень: 

z = 4x1+x2 = 4 (3/5-x3/5)+(6/5+3x3/5)=-x3/5+18/5.

В результаті будемо мати наступну початкову симплекс-таблицю для етапу 2:

	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	x4
	Розв’язок

	r
	7
	0
	1/5
	0
	18/5

	x1
	1
	0
	1/5
	0
	3/5

	x2
	0
	1
	-3/5
	0
	6/5

	x4
	0
	0
	1
	1
	1


Розв’язок, представлений у даній таблиці, не є оптимальним, так як змінна х3 підлягає включенню в базис. Якщо виконати необхідні обчислювальні процедури симплекс-алгоритму, то оптимальний розв’язок буде отриманий за одну ітерацію. (Перевірте!) 

Слід зазначити, що кількість необхідних ітерацій M-методу та двоетапного методу завжди є однаковою, і між симплекс-таблицями, отриманими при використанні цих методів, має місце взаємно однозначна відповідність. Перевага двоетапного методу полягає в тому, що при його реалізації не потрібне використання в розрахунках постійної М. 

Слід підкреслити, що на етапі 2 штучні змінні не фігурують тільки в тому випадку, якщо в кінці етапу 1 вони стають небазисними змінними (як це було у розглянутому прикладі). Однак можливий і такий випадок, коли при завершенні етапу 1 штучні змінні, маючи нульові значення, залишаються базисними. Це вимагає вживання особливих заходів безпеки, що виключають можливість появи додатних штучних змінних на етапі 2 обчислень.
§ 7. ОСОБЛИВІ ВИПАДКИ ЗАСТОСУВАННЯ 
СИМПЛЕКС-МЕТОДУ
У цьому параграфі розглядаються такі особливі випадки, які зустрічаються при використанні симплекс-методу: 1) виродженість, 2) альтернативні оптимальні розв’язки; 3) необмежені розв’язки; 4) відсутність припустимих розв’язків. 

Основна увага буде приділятися причинам виникнення таких ситуацій і їх інтерпретації стосовно практичних задач. 

Виродженість

У §6 було показано, що в тих випадках, коли перевірка припустимості не призводить до однозначної ідентифікації змінної, яка підлягає виключенню з базису, вибір такої змінної можна здійснювати довільно. Однак на наступній ітерації принаймні одна з базисних змінних повинна дорівнювати нулю. У цьому випадку говорять, що новий розв’язок є виродженим. (В усіх видах задач ЛП, які розглядалися до сих пір, базисні змінні мали тільки додатні значення.) 

Наявність виродженого розв’язку не свідчить про яку-небудь "небезпеку" для дослідника і викликає лише деяку незручність в теоретичному відношенні. З практичної точки зору специфіка ситуації цілком пояснюється наявністю в моделі принаймні одного надлишкового обмеження. Для більш глибокого з'ясування суті практичних та теоретичних питань, пов'язаних з явищем вирожденості, розглянемо два чисельних приклади. Геометрична інтерпретація моделі допоможе дати дохідливе і наочне пояснення цьому явищу. 

Приклад 1. (Вироджений оптимальний розв’язок.)
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Вводячи залишкові змінні х3 та х4, представимо результати ітера​цій симплекс-методу у вигляді наступної таблиці.
	Ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	x4
	Розв’язок

	0
	z
	-3
	-9
	0
	0
	0

	x2 вводиться
	х3
	1
	4
	1
	0
	8

	х3 виключається
	x4
	1
	2
	0
	1
	4

	1
	z
	-3/4
	0
	9/4
	0
	18

	x1 вводиться
	х2
	1/4
	1
	1/4
	0
	2

	х4 виключається
	x4
	1/2
	0
	-1/2
	1
	0

	2
	z
	0
	0
	3/2
	3/2
	18

	(оптимум)
	x2
	0
	1
	1/2
	-1/2
	2

	
	x1
	1
	0
	-1
	2
	0


На початковій ітерації в якості змінної, що виключається, можна вибрати як х3, так і х4. Зупинивши свій вибір на х3, ми тим самим зумовлюємо такий результат: змінна х4, яка залишається базисною на ітерації 1, буде мати нульове значення, а це призведе до отримання вирожденого базисного розв'язку. Оптимальний розв'язок задачі отримуємо на наступній ітерації. 

Що саме практично обумовлює виродженість розв'язку? Розглянемо мал.6, який ілюструє графічний спосіб розв'язку задачі. Через точку оптимуму (х1=0, х2=2) проходять три прямі. Задача містить тільки дві змінні, тому таку точку зазвичай називають переозначеною, так як для її ідентифікації необхідні тільки дві прямі. Звідси випливає висновок, що одне з обмежень моделі є надмірним. Інформація про те, що деякі ресурси потрібні для досягнення поставленої мети, може виявитися вельми корисною при практичній реалізації результатів дослідження. Інформація такого роду дозволяє також виявити можливі неточності у формулюванні задачі. На жаль, не існує надійних способів виявлення надлишкових обмежень безпосередньо з даних, що містяться в симплекс-таблиці. Тому, коли геометричне зображення завдання виявляється неможливим, доводиться вдаватися до інших методів виявлення таких обмежень.

[image: image131]
Мал. 6
З точки зору теорії розв'язання задач ЛП виродженість призводить до наступних двох наслідків. По-перше, можна зіткнутися з явищем зациклювання. Якщо порівняти дані попередньої таблиці, що відносяться до ітерацій 1 і 2, то легко помітити, що значення цільової функції не покращилося (z = 18). Тому можна припустити, що в загальному випадку при реалізації симплекс-методу розпочнеться циклічне повторення однакових операцій, що не покращують значення цільової функції і не призводять до завершення обчислювального процесу. Існують спеціальні прийоми, які запобігають зациклюванню, однак їх використання помітно уповільнює процес чисельних розрахунків. Тому більшість машинних програм, розроблених для розв’язування задач ЛП, не містять спеціальних блоків, призначених для запобігання зациклюванню. Це цілком виправдано, так як практичний досвід розв’язування задач ЛП показує, що ймовірність зациклювання є дуже малою. 

Важливий в теоретичному відношенні другий фактор можна виявити, порівнюючи ітерації 1 і 2. Хоча склад базисних та небазисних змінних на цих ітераціях є різним, значення всіх змінних і цільової функції не змінюються: х1=0, х2=2, х3=0, х4=0, z =18. Ця обставина може призвести до висновку про доцільність припинення обчислень на ітерації 1 (коли вперше виявляється вирожденість), хоча отриманий розв’язок не є оптимальним. Такий висновок спростовується наступним контрприкладом, який свідчить про те, що в загальному випадку такий розв’язок може виявитися проміжним виродженим розв’язком. 

Приклад 2. (Проміжний вироджений розв’язок.)

Максимізувати
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У наступній таблиці, яка містить результати всіх ітерацій, виродженість вперше зустрічається на ітерації 1.

	Ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	х4
	x5
	Розв’язок

	0
	z
	-3
	-2
	0
	0
	0
	0

	(початок обчислень)
	x3
	4
	3
	1
	0
	0
	12

	x1 вводиться
	х4
	4
	1
	0
	1
	0
	8

	х4 виключається
	x5
	4
	-1
	0
	0
	1
	8

	1
	z
	0
	-5/4
	3/4
	0
	
	6

	
	x3
	0
	2
	1
	-1
	0
	4

	x2 вводиться
	x1
	1
	1/4
	0
	1/4
	0
	2

	х3 виключається
	x5
	0
	-2
	0
	-1
	1
	0

	2
	z
	0
	0
	5/8
	1/8
	0
	17/2

	
	x2
	0
	1
	1/2
	-1/2
	0
	2

	(оптимум)
	x1
	1
	0
	-1/8
	3/8
	0
	3/2

	
	x5
	0
	0
	1
	-2
	1
	4


На відміну від прикладу 1 в даному випадку на ітерації 2 виродженісті вже не має місця, причому значення цільової функції покращується, зростаючи з z = 6 (ітерація 1) до z = 17/2 (ітерація 2). Це пов'язано з тим, що змінна х2, що вводиться в базис на ітерації 1, має від’ємний коефіцієнт (-2) в обмеженні, яке відповідає нульовій базисній змінній х5. Згідно з умовою припустимості х5 не може бути змінною, що виключається з базису. 

На мал.7 показано, що в розглянутому випадку вироджений розв’язок отримується на деякій проміжній ітерації. Розглянута ситуація приводить до висновку, що ітерації симплекс-методу повинні завжди виконуватися до тих пір, поки результати останньої ітерації не будуть задовольняти умові оптимальності.

[image: image137]
Мал.. 7

Альтернативні оптимальні розв’язки

Коли пряма на площині (гіперплощині), що представляє цільову функцію, паралельна прямій на площині (гіперплощині), яка відповідає обмеженню (яке в точці оптимуму виконується як точна рівність), цільова функція приймає одне й те саме оптимальне значення в деякої сукупності точок простору розв’язків. Такі розв’язки називаються альтернативними оптимальними розв’язками. Наведений нижче приклад даної ситуації показує, що при цьому, як правило, існує нескінченна кількість альтернативних розв’язків. Обговорюючи це питання, ми торкнемося і тих важливих наслідків, до яких призводить наявність альтернативних оптимумів при розв’язуванні практичних задач. 

Приклад 3. (Нескінченна кількість розв’язків.)
максимізувати 
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Мал.8 ілюструє умови цієї задачі ЛП, особливість якої полягає в тому, що пряма, яка представляє цільову функцію, паралельна прямій, яка відповідає одному з обмежень. Це обумовлює наявність альтернативних оптимальних розв’язків. Будь-яка точка відрізку ВС представляє собою альтернативний оптимум, причому в кожній з цих точок цільова функція має одне і те ж значення. 


[image: image142]
Мал..8

Раніше було показано, що в симплекс-методі використовуються координати тільки кутових точок простору розв’язків. З наступної таблиці видно, що оптимум, який відповідає точці В, де х1=0, х2=5/2, z=10, отриманий на ітерації 1. Яким чином за результатами цієї ітерації, що містяться в таблиці, можна дізнатися про наявність альтернативних оптимальних розв’язків?

	Ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	x4
	Розв’язок

	0
	z
	-2
	-4
	0
	0
	0

	x2 вводиться
	х3
	1
	2
	1
	0
	5

	х3 виключається
	x4
	1
	1
	0
	1
	4

	1
	z
	0
	0
	2
	0
	10

	x1 вводиться
	х2
	1/2
	1
	1/2
	0
	5/2

	х4 виключається
	x4
	1/2
	0
	-1/2
	1
	3/2

	2
	z
	0
	0
	2
	0
	10

	(альтернативний
	x2
	0
	1
	1
	-1
	1

	оптимум)
	x1
	1
	0
	-1
	2
	3


Розглянемо значення коефіцієнтів при небазисних змінних в z-рівнянні, отриманому на даній ітерації. Нульове значення коефіцієнта (небазисної) змінної х1 свідчить про те, що її включення в базис не змінить значення цільової функції, але призведе до зміни значень інших змінних. Саме це і відбувається на ітерації 2, коли змінна х1 вводиться в базис замість х4. В результаті отримуємо новий оптимальний розв’язок, що відповідає точці С, у якій х1=3, х2=1, z=10.

Як і слід було очікувати, за допомогою симплекс-методу вдається ідентифікувати саме кутові точки В і С. Будь-який розв’язок, який відповідає точці 
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, що належить відрізку ВС, можна визначити як позитивно-зважене середнє двох отриманих оптимальних базисних розв’язків, які відповідають точкам В і С. Тому, використовуючи координати точок В і С

В:   х1=0, х2=5/2,

С:   х1=3, х2=1

и покладаючи 
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, можна виразити координати будь-якої точки відрізку ВС наступним чином:
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Зауважимо, що при 
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, що відповідає точці С. Якщо 
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, тобто отримаємо точку В. При значеннях
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, які знаходяться між 0 і 1, точка 
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 належить відрізку ВС.


Зауваження. Інформація про наявність альтернативних оптимумів виявляється дуже корисною при розв’язуванні практичних задач, так як особа, що приймає рішення, отримує можливість вибору альтернативного варіанту, який найбільшою мірою відповідає поточній виробничій ситуації, і при цьому немає необхідності досліджувати зміни цільової функції. Отримані вище результати свідчать, наприклад, про те, що розв’язок, який відповідає точці В, вбачає використання тільки другого виду виробничої діяльності, тоді як розв’язок, який відповідає точці С, вбачає реалізацію обох видів виробничої діяльності. Якби розглянутий приклад стосувався задачі оптимізації багатономенклатурного виробництва, то можна було б зробити висновок, що з урахуванням конкуренції на ринках збуту краще випускати продукцію не одного, а двох видів, і тому слід обрати розв’язок, що відповідає точці С. 

Необмежені розв’язки

Умови деяких задач ЛП можуть допускати нескінченне збільшення значень змінних без порушення накладених обмежень. Це свідчить про те, що простір розв’язків принаймні в одному напрямку необмежений. Отже, в таких випадках цільову функцію можна зробити як завгодно великою (задача максимізації) або як завгодно малою (задача мінімізації). Характеризуючи таку ситуацію, зазвичай говорять, що простір розв’язків та оптимальне значення цільової функції не обмежені. 

Необмеженість розв’язку задачі ЛП свідчить лише про одне: розроблена модель недостатньо точна. Недоцільність використання моделі, яка прогнозує “нескінченний” прибуток, цілком очевидна. Найбільш типові помилки, які призводять до побудови моделей такого роду, полягають у тому, що 1) не враховано одне (або декілька) обмеження, що не є надмірним; 2) неточно оцінені параметри (постійні), які фігурують в деяких обмеженнях. 

У наступному прикладі показано, як можна виявити необмеженість простору розв’язків і цільової функції, використовуючи дані, що містяться в симплекс-таблиці. 

Приклад 4. (Необмежена цільова функція.)

максимізувати          
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 Початкова ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	x4
	Розв’язок

	z
	-2
	-1
	0
	0
	0

	x3
	1
	-1
	1
	0
	10

	x4
	2
	0
	0
	1
	40



Аналіз початкової симплекс-таблиці показує, що в якості змінної, що включається до базису, можна вибрати або х1 або х2. Змінна х1 має найбільший за абсолютною величиною від’ємний коефіцієнт в z-рівнянні, і саме така змінна, як правило, вводиться до базису.


[image: image156]
Мал.. 9

Зауважимо, що в усіх обмеженнях коефіцієнти при х2 або від’ємні, або дорівнюють нулю. Це означає, що х2 можна необмежено збільшувати, не порушуючи жодного з обмежень моделі. Так як приріст змінної х2 на одиницю призводить до такого самого збільшення функції z, стає ясно, що при необмеженому зростанні х2 буде необмежено збільшуватися і значення цільової функції z. Тому, не проводячи подальших обчислень, можна зробити висновок, що розв’язок сформульованої задачі не обмежений. Ілюстрацією розглянутої ситуації служить мал.9, з якого видно, що в напрямку осі х2 простір розв’язків не обмежений і значення z може бути зроблено як завгодно великим. 

Зауваження. Загальне правило виявлення необмеженості розв’язку полягає в наступному. Якщо на деякій ітерації небазисна змінна має в обмеженнях недодатні коефіцієнти, простір розв’язків відповідної задачі в цьому напрямку не обмежений. Якщо, крім того, коефіцієнт при цій змінній в z-рівнянні від’ємний, а z підлягає максимізації, то цільова функція також не обмежена. 

Приклад 5. (Простір розв’язків не обмежений, а оптимальне значення цільової функції скінчене.)

максимізувати     
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В наступній таблиці наведені результати ітерацій симплекс-методу.

	Ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	x4
	Розв’язок

	0
	z
	-6
	2
	0
	0
	0

	x1 вводиться
	х3
	2
	-1
	1
	0
	2

	х3 виключається
	x4
	1
	0
	0
	1
	4

	1
	z
	0
	-1
	3
	0
	6

	x2 вводиться
	х1
	1
	-1/2
	1/2
	0
	1

	х4 виключається
	x4
	0
	1/2
	-1/2
	1
	3

	2
	z
	0
	0
	2
	2
	12

	(оптимум)
	x1
	1
	0
	0
	1
	4

	
	x2
	0
	1
	-1
	2
	6


Результати початкової ітерації показують, що простір розв’язків цієї задачі не обмежений в напрямку вісі х2. Однак, оскільки змінна х2 фігурує в z-рівнянні не з від’ємним коефіцієнтом, не можна зробити висновок про необмеженість цільової функції. Дійсно, результати ітерації 2 показують, що оптимальне значення цільової функції скінчене. Мал.10 ілюструє графічний розв’язок задачі. Очевидно, що фактором, який визначає, чи буде цільова функція обмеженою, є нахил прямої, що представляє цільову функцію.


[image: image161]
Мал.. 10

Відсутність припустимих розв’язків
Якщо обмеження моделі одночасно виконуватися не можуть, то задача не має припустимих розв’язків. Такий розв’язок завжди існує, коли всі обмеження типу 
[image: image162.wmf]£

 (мається на увазі невід’ємність правих частин обмежень), оскільки введення залишкових змінних завжди забезпечує отримання деякого припустимого розв’язку. Однак, якщо модель містить обмеження інших типів, зазвичай використовуються штучні змінні, які не гарантують отримання припустимого розв’язку задачі в її початковій постановці. Незважаючи на те, що використовані обчислювальні процедури повинні привести до нульових значень штучних змінних в оптимумі (за рахунок введення штрафів), цього можна досягти тільки тоді, коли припустимі розв’язки існують. В іншому випадку на ітерації, що призводить до оптимуму, принаймні одна з штучних змінних матиме додатне значення, а це свідчить про те, що задача не має припустимих розв’язків. 

З практичної точки зору відсутність припустимих розв’язків слід розглядати як свідчення того, що модель побудована некоректно, тому що введені обмеження виявилися суперечливими. Можливо також, що ці обмеження насправді і не повинні виконуватися одночасно. У цьому випадку необхідно побудувати модель, яка має зовсім іншу структуру і не передбачає одночасного виконання всіх обмежень. 
Випадок, коли задача не має припустимих розв’язків, розглянемо на наступному прикладі. 

Приклад 6. (Відсутність припустимих розв’язків.)
максимізувати      
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Результати ітерацій симплекс-методу, наведені в наступній таблиці, показують, що в точці оптимуму штучна змінна R має додатне значення (=4).
	Ітерація
	Базисні змінні
	x1
	x2
	x3
	x4
	R
	Розв’язок

	0
	z
	-3-3М
	-2-4М
	М
	0
	0
	-12М

	x2 вводиться
	х3
	2
	1
	0
	1
	0
	2

	х3 виключається
	R
	3
	4
	-1
	0
	1
	12

	1
	z
	1+5М
	0
	М
	2+4М
	0
	4-4М

	(псевдо оптимум)
	х2
	2
	1
	0
	1
	0
	2

	
	R
	-5
	0
	-1
	-4
	1
	4


Це свідчить про відсутність припустимих розв’язків. Розглянуту ситуацію ілюструє мал.11. Алгоритм симплекс-методу, який припускає додатні значення штучних змінних, по суті, "обертає" напрямок нерівності у відповідному обмеженні. У даному випадку вихідна нерівність 3х1+4х2
[image: image167.wmf]³

12 перетворюється на протилежну: 3х1+4х2
[image: image168.wmf]£

12. (Чи можете ви пояснити, за рахунок чого це відбувається?) В результаті отримаємо розв’язок, який можна назвати псевдо оптимальним (див. мал.11).

[image: image169]
Мал.. 11

§ 8. КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ

Правильно (П) чи не правильно (Н)?

1. Кожне обмеження у вигляді рівності можна замінити двома нерівностями. 

2. Максимізація деякої функції f при заданій сукупності обмежень еквівалентна мінімізації функції g =- f при тій же системі обмежень, за винятком того, що min g =-max f. 

3. При розв’язуванні задач ЛП з m обмеженнями кількість додатніх базисних змінних на ітерації симплекс-методу може перевищувати m. 

4. Ітерації симплекс-методу (базисному розв’язку) не обов'язково відповідає припустима екстремальна точка простору розв’язків. 

5. Для того щоб можна було використовувати симплекс-метод, усі змінні повинні бути невід’ємними. 

6. Якщо простір розв'язків задачі ЛП має три екстремальні точки А, В і С, причому А суміжна з В, а В суміжна з С, то при відомих координатах точки С точку А можна ідентифікувати шляхом обміну двома змінними у множинах базисних та небазисних змінних. 

7. Будь-яка припустима точка обмеженого простору розв’язків задачі ЛП може бути визначена, якщо відомі припустимі екстремальні точки. 

8. Умови оптимальності, які використовуються в симплекс-методі, різні для випадків максимізації та мінімізації цільової функції. 

9. Умови припустимості, які використовуються в симплекс-методі, різні для випадків мінімізації та максимізації цільової функції. 

10. Якщо із сукупності базисних змінних виключається змінна, для якої відношення постійної в правій частині обмеження до коефіцієнту при цій змінній, яке використовується при перевірці умови припустимості, не є мінімальним, то на наступній ітерації принаймні одна базисна змінна обов'язково буде мати від’ємне значення. 

11. Якщо з небазисних змінних поточної ітерації для включення до числа базисних обирається змінна, що має у цільовій функції найбільший за абсолютною величиною від’ємний коефіцієнт, то такий вибір гарантує найбільший приріст цільової функції на наступній ітерації. 

12. Обсяг обчислень при реалізації симплекс-методу залежить в першу чергу від кількості обмежень. 

13. Виконання умови оптимальності завжди гарантує, що отримане на новій ітерації значення цільової функції буде краще, ніж на ітерації, яка безпосередньо передує даній. 

14. На ітерації симплекс-методу ведучий елемент може бути від’ємним або мати нульове значення. 

15. Стовпчик симплекс-таблиці, який відповідає штучній змінній, можна виключити, як тільки ця змінна стає небазисною. 

16. Для розв’язку задачі ЛП за допомогою двоетапного методу та М-методу потрібна однакова кількість ітерацій. 

17. Виродженість може бути усунена шляхом виключення надмірних обмежень. 

18. Якщо на поточній ітерації симплекс-методу отриманий розв’язок є виродженим, то наступна ітерація може не призвести до суміжної екстремальної точки. 

19. Якщо поточній ітерації симплекс-методу відповідає вироджений розв’язок, то наступна ітерація також призведе до отримання виродженого розв’язку. 

20. Якщо простір розв’язків не обмежений, то значення цільової функції також не обмежене. 

21. Задача ЛП може мати припустимий розв’язок навіть у тому випадку, якщо на заключній ітерації, що призводить до оптимального розв’язку, штучні змінні мають додатні значення.
Відповіді. 1-П. 2-П. 3-Н. 4-Н. 5-П. 6-П. 7-П. 8-П. 9-Н. 10-П. 11-Н. 12-П. 13-Н. 14-Н. 15-П. 16-П. 17-П. 18-П. 19-Н. 20-Н. 21-Н.

§9. ВАРІАНТИ ЗАВДАНЬ
Нехай i-номер академічної групи (i=1 для групи ВТ,  i=2 для групи МО, i=3 для групи ОКЕК, i=4 для групи МMФ), j-порядковий номер студента у академічній групі. Розв’язати трьома способами 1) графічним, 2) М-методом та 3) двоетапним методом наступну задачу ЛП: 

мінімізувати       
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Бажаємо успіху!

Кафедра оптимального керування 

Укладачі: Яровий А. Т., Бенумерова Т. В.
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